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Exercice 1 (4 points)

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC équilatéral direct de centre G et de coté a, a >0.

Soient I, et K les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB]

1) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement r; telque r;(I)=A et r (B)=dJ.

b) Montrer que r; est une rotation de centre K et donner une mesure de son angle.

2) Soit r, la rotation de centre I et d’angle %
a) Déterminer r,(C) et r,(J).
b) En déduire I'image de la droite (AC) par r,.
3) Soit A T'homothétie de centre G et de rapport —%. Onpose f=r oh.

a) Déterminer I'image du triangle ABC par h.
b) Montrer que f(A)=A

c) Montrer que f est une similitude directe de rapport %, d’angle —% et préciser son centre.
d) Donner la forme réduite de f .

Fl=f

4) On pose pour tout n e N ’ {frwl f ]c‘n

a) Caractériser f3.

b) Montrer que f2°¥ est une homothétie de rapport négatif.
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Exercice 2 (4 points)

-4

U IR

1

Soit f la fonction définie sur ]1,+0[ par f(x)= .
xlnx

On donne ci-dessus sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,1, j) .

1) En utilisant le graphique, dresser le tableau de variation de f .

2) a) Montrer que, pour tout entier naturel n > 2, 1 < In+1 f)dt < 1
(n+DIn(n+1) -n nlnn

b) Montrer que, pour tout entier naturel n > 2, J‘:H f(t)dt = ln( In(n +1) )

In(n)

3) Pour tout entier naturel n>2, on pose U, = Z

“In(Inn) .
ZhInk n{lnn)

. 1 n+l
a) Montrer que, pour tout entier naturel n>2, U, , -U = — t)dt.
) e, potr tott entier hatu m T T G T DI+ 1) J, 1@

En déduire le sens de variation de (U,,).
b) Montrer que, pour tout entier naturel n>2, U,,, -U, >2f(n+1)-f(n).
En déduire que U, > -In(In2).

c¢) Montrer alors que la suite (U, ) est convergente vers une limite ! et vérifier que

~In(ln2) < /< 1
2In

5 In(In2).

Exercice 3 (4 points)

A) On consideére dans Z x 7Z, I'équation (E):67x—-133y =1.
1) Vérifier que (2,1) est une solution de (E).

2) Résoudre alors I'équation (E).

B) Soit p un nombre premier tel que p=3+4k (keN").

1) Soit x € Z.
a) Vérifier que p=2(2k-1)+5

b) Montrer que si x% =1(mod p) alors x?° =1(mod p)

2) Soit * un entier relatif vérifiant x?~° =1(mod p)

a) Montrer que x A p =1.
b) Montrer que x?! =1(mod p)
c¢) Vérifier que 2+(k-1)(p—-1)=k(p->5)
d) En déduire que x2 =1(mod p)
3) Résoudre dans Z l'équation x2 =1(mod 67)
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Exercice 4 (8 points)
A) 1) Soit F' la fonction définie sur [0,+oo[ par F(x) = J;Cﬁdt.
+

Montrer que Vx € [0,+oo[ , j:tletzx—ln(x+1)
+

JC2
2) Soit G la fonction définie sur [0,+wo[ par G(x) = %Io 1 dt.

\/?+1

a) Montrer que F' et G sont dérivables sur [0,+x[ et calculer F'(x) et G'(x).

b) En déduire que Vx €[0,+oo[ , .[

x ¢ 12 1
L dt== dt
0¢t+1 2‘[0 1/t_|-1

1 <x—ln(x+1)<l

c) Montrer que Vx €]0,+oo[,

2x+1) - 22 "2
d) Déterminer alors lim %ﬁl)
x—>0" x

f(x):(x+1jln(x+l) si x>0
X
f0)=1

et soit (Z;) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,2,3) .

B) Soit f la fonction définie suir [0,+o[ par

1) a) Montrer que f est continue a droite en 0.

b) Montrer que f est dérivable a droite en 0 (On pourra utiliser le résultat de A) 2) b))

c) Calculer lim f(x) et lim & Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X—>-+00 x>+0 X
2) a) Montrer que f est dérivable sur 10,+o[ et que f'(x)= szjq) , Vx el0,+oof.
X

b) Dresser le tableau de variation de f .
c) Montrer que f réalise une bijection de [0,+o[ sur [1,+oo[
3) Construire la courbe (E;”f ) ainsi que la demi-tangente a droite au point d’abscisse 0.
C) Soit g la fonction définie suir ]0,+o[ par g(x)=f(x)—x

1) a) Montrer que Vx €]0,+[ , 0< f'(x) < %

b) Montrer que g réalise une bijection de ]0,+oo[ sur ]—oo,1[
¢) En déduire que 'équation f(x)=x admet une solution unique o sur ]0,+oo[ .

U, =1

2) Soit la suite (U, ) définie sur N par
U,a=1U,)

a) Montrer que VneN , U, >0.
b) Montrer que, Vn e N, |Un+1—a|£%|Un—oc|.

n
¢) Montrer par récurrence que, VneN , |U, — oc| < (%) |1 - oc|.

d) Déterminer alors la limite de (U ).
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