Lycée Pilote Sakiet Ezzit Devoir de synthése N°2 Prof. : Hasséne Bouzid

Sfax 2 en mathématiques Hichem Zaghdane

Classes : 4™ Maths 1 -2 Date : 14 Mars 2023 Durée : 4 heures

Exercice 1 : 4 points
Le plan est orienté dans le sens direct .

Soit OAB un triangle tels que OA = 2 0B et (6K; ﬁ) = g- [2n] .

Soit H le projeté orthogonal de O sur la droite (AB) , E le symétrique de H par rapport a la droite (OA)

et F le symétrique de H par rapport & la droite (OB) .

1) Déterminer S5, 0 Sy (F) puis déduire que O est le milieu du segment [EF] .

2) Soit S la similitude directe qui envoie O sur A et BsurO.
a) Déterminer le rapport et ’angle de S .
b) Montrer que H est le centre de S .

3) On rapporte le plan au repére orthonormé direct ‘(O,E', ;/) tels que u = —;—ﬁ et v=O0B.
a) Donner la forme complexe de S .
b) Déterminer I’affixe de chacun des points H, EetF .
c) Montrer que S(F)=E et déduire que EF = EA .

4) Soit o la similitude indirecte quienvoie H sur F. et ‘.E sur H .

a) Déterminer le rapportde o .

b) Soit I le centre de o .

Montrer que IE = 4IF puis construire I et précisér I’axe A de G .

5)Onpose §=coS .
a) Déterminer @(H) et ¢(F) .

b) Caractériser ¢ .




Exercice 2 : 4 points
Soit nell .
1) Déterminer suivant les valeurs de n le reste modulo 5 de 3" .
2) On pose A. = 32022 + 32023 + 32024 .
a) Déterminer le reste modulo 5 de A .

'b) Déduire le chiffre des unités de A’ .
3) Soit xel .

a) Déterminer les restes modulo 5 possibles de x* . 3
b) Déduire que I'équation (E) :x*+ 1 = 3" d’inconnue x, n’admet pas de solutions dans U .

4) On suppose , dans cette question, que ne[ " et onpose o, = 4n — 2 .

= 2025 (mod4)
Déterminer toutes les valeurs de n tels que

a,— 3" = 4 (mod5)

Exercice 3 : 6 points
Soit f la fonction définie sur [1, +oo| par f(x) = ln(x + Vx*- 1) Y

On désigne par (C) la représentation graphique de f selon un repére orthonormé (0,-i., 3) a

1) a) Justifier que fest continue sur [1, +oof .

b) Justifier que lim ( )

x=1" x —
c) Etudier les variations de f.

d) Déterminer la nature de la branche infinie de (C) puis tracer (C).

= +oo puis interpréter ce résultat graphiquement .

2) a) Justifier que fréalise une bijection de [1, +od| sur [0, +oo[ . On notera g la fonction réciproque de f .

b) Montrer que pour tout x €[0, +oo[ , g(x) = (e +e” ) >

3) Soit ¢ la fonction définie sur [0, +oo par o(x) = ((x))
g(x
a) Montrer que ¢ réalise une bijection de [0, +oo[ sur un intervalle J a préciser .
On notera h la fonction réciproque de ¢ .

b) i) Exprimer h(x) pour tout x eJ.

if) Montrer que h est dérivable sur J puis exprimer h‘(x) pour tout xe7J.

4) Soit neD " et x €]0, [ . On pose S.(x) = zn: X :
k=1 Zk—l
a) Montrer que S, (x) = h(x) - '!1 "tz
b) Soit (Un) la suite définie sur 0" par U_ = k:l (ZT—IIW '

Calculer lim U,

n— +oo



Exercice 4 : 6 points

1
F(x) = [1 4 l)c"- §ix>0
I) Soit f la fonction définie sur [0, +oo par

]
o

£(0)
On désigne par (Q) la représentation graphique de f selon un repére orthonormé (O,-i‘, ]) .

1) a) Justifier que fest continue sur Iintervalle [0, +oof.
b) Montrer que fest dérivable & droiteen 0 .
¢) Dresser le tableau de variation de f.
d) Montrer que (C;) admet un point d’inflexion que I’on déterminera .

2) Dans I’annexe , on a tracé la tangente (T) a (C,) au point 1 d’abscisse % )

Tracer (G;) dans I’annexe .
II) Dans cette partie , on se propose de calculer I’aire A , en unité d’aire , de la partie du plan limitée par

la courbe (C,) , les axes du repére et la droite d’équation x=1.
1

Soit F la fonction définie sur [0, +oof par F(x) =:[f(t)dt .

1) Montrer que F est continue sur [0, -+oo[ . |

Lol =k 1121
2) Montrer que Je tdt =e' —xe x — J %e t dt pourtout x>0 al’aide d’une intégration par parties .
X X

1 1 '
3) a) Exprimer I(l + l)e tdt en fonction de x pourtout x>0 .
‘ t

b) Déduire que A = l
e

it U
II) 1) a) Soit nel’. Montrer que ’équation f(x) = e ® admet une unique solution a,, >0.

b) Montrer que la suite (o, ) définie sur 0" est croissante .

2) a) Vérifier que Bl + m(l + LJ oo pourtout nel " .
o, o, n
b) Montrer que pourtout t > 0, 1-t < I—l—-t- < 1-t+t*.
+

x?2 x2 X
¢) Déduire que pour tout x > 0, Ty < —x+In(1+x) < 5 + 3

; 2 20,
d) Montrer alors que pour tout nel 1—3—— £ n
o n

n

IA

3
3) Montrer que o, > 1 sachant que e*>2 puis déduire que o, > 1 pourtoutn > 4 .

4) a) Montrer que pourtout n 2 4 , o 2 \/% puis déduire lim o .

. ’2
b) Calculer lim o, .[— .
n— +w n
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