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Exercice 1
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = ln(

√
1 + 9x2 + 3x)

et soit (Cf ) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O,
−→
i ,

−→
j ). (Unité 1 cm)

Partie I

1. Montrer que la fonction f est impaire.

2. (a) Vérifier que : (∀x ∈ [0,+∞[), f(x) = ln x+ ln(3 + 3 +

√
1

x2
+ 9 et calculer lim

x−→+∞
f(x).

(b) Montrer que lim
x−→+∞

f(x)

x
= 0. Interpréter les résultats.

(c) Montrer que lim
x−→−∞

f(x) = −∞.

3. Montrer que (∀x ∈ R), f ′(x) =
3√

1 + 9x2
puis dresser le tableau de variation de f sur R.

4. Déterminer une équation de la tangente (T ) à la courbe Cf au point 0.

Partie II
On considère la fonction g(x) = f(x)− x, tel que x ∈ [0,+∞[.

1. Vérifier que lim
x−→+∞

g(x) = −∞.

2. (a) Montrer que (∀x ∈]0,+∞[), g′(x) = 8− 9x2

√
1 + 9x2(3 +

√
1 + 9x2)

.

(b) Etudier le signe de g′(x) puis dresser le tableau de variation sur [0,+∞[.

3. (a) Montrer que l’équation g(x) = 0 admet une unique solution α sur [
2
√
2

3
,+∞[.

(b) En déduire que (∀x ∈ [α,+∞[) : g(x) ≤ 0 et ∀x ∈ [0, α[ : g(x) ≥ 0.

4. En déduire la position relative de la courbe Cf et la droite d’équation y = x sur [0,+∞[.

5. Vérifier que :
√
1 + 9α2 = eα − 3α.

Partie III

1. Montrer que f admet une fonction réciproque f−1 définie sur un intervalle J que l’on déterminera.

2. Tracer dans le même repère la courbe (Cf ) et (T ) et la droite d’équation y = x et la courbe (Cf−1).
(On prend 2.8 ≤ α ≤ 2.9 )

3. Déterminer f−1(x).

Partie IV
On considère la suite (Un)n∈N définie par Un+1 = f(Un) et U0 = 4.

1. Montrer par récurrence que (n ∈ N), α ≤ Un ≤ 4.
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2. Montrer que la suite (Un) est décroissante.

3. En déduire que la suite (Un) est convergente et déterminer sa limite.

Partie V

1. Vérifier que x 7−→ 1

3

√
1 + 9x2 est une fonction primitive de la fonction x 7−→ 3x√

1 + 9x2
sur R.

2. A l’aide d’une integration par parties montrer que
∫ α

0

ln(
√
1 + 9x2 + 3)dx = α2 + α +

1− eα

3
.

3. Déterminer en fonction de α l’aire de la partie limitée entre la courbe (Cf ) et la droite y = x et les
droiteq d’équations x = 0 et x = α.

4. En déduire en fonction de α l’aire de la partie limitée par (Cf ) et (Cf−1) et les droite d’équations
x = 0 et x = α.

Exercice 2
Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé (O, −→u , −→v ).
On considère une triangle ABC et on désigne par a, b et c les affixes respectives des points A, B et C.
Partie I

1. Montrer que O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC si et seulement si aa = bb = cc.
Dans la suite O est le centre du cercle cicrconscrit au triangle ABC.

2. (a) Soit w = bc− bc. Montrer que w est imaginaire.

(b) Vérifier l’égalité (b + c)(b − c) = w. En déduire que b+ c

b− c
=

w

|b− c|2
et le nombre complexe

b+ c

b− c
est imaginaire.

3. Soit H le point d’affixe (a+ b+ c).

(a) Exprimer en fonction de b et c les affixes des vecteurs −−→
AH et −−→

CB.

(b) Prouver que si b+ c ̸= 0 alors (
−−→
CB,

−−→
AH) =

π

2
+ kπ, k ∈ Z.

Que peut- on dire du triangle ABC dans le cas où b+ c = 0?

(c) En admettant que : (
−−→
CB,

−−→
AH) =

π

2
+ kπ, k ∈ Z. Que représente le point H pour le triangle

ABC?

Partie II
Soit l’équation dans C, (Eθ) : z2 + 2i(1− eiθ)z + 4eiθ, θ ∈]0, π[.

1. (a) Résoudre dans C l’équation (Eθ) on notera z0 et z1 les solutions de cette équation.
(b) Soit Z = z0 + z1. Vérifier que Z = 2i(−1 + eiθ puis déterminer la forme exponentielle de Z.

(c) Déterminer l’ensemble des points M d’affixe Z lorsque décrit ]0, π[.

2. On prend a = −2i, b =
√
3− i et c = 2ieiθ, θ ∈]0, π[.

(a) Montrer que c− a

b− a
= 2 cos(

θ

2
)e

(
θ

2
+
π

3
)i
.

(b) En déduire que les points A, B et C ne sont pas alignés.
(c) Déterminer l’affixe de l’orthocentre du triangle ABC.
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Exercice 3
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Exercice 4
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